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Abstract. En este trabajo proponemos realizar una actividad con estu-
diantes de Cs. de la Computacién en donde se plantea la importancia de la
formalizacién de la Matematica, y su abordaje a través del asistente de
pruebas Cogq. El objetivo es lograr que los estudiantes conozcan la exis-
tencia de este tipo de herramientas, adquieran destreza en formalizar las
definiciones y enunciados, y puedan realizar pruebas formales de enun-
ciados sencillos.
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1  Introduccion

Durante la década del 7o, comenz6 un ambicioso proyecto denominado Mizar
Project con el proposito de reescribir el actual estado de la Matematica en
un lenguaje formal que pueda ser entendible para un matematico y, a la vez,
procesable por una computadora. Algunas falencias de Mizar dieron lugar a que,
en décadas posteriores, otros asistentes de pruebas se consolidaran [1]. Uno de
ellos es Cog [2], el cual es una implementacion de un tipo de logica intuicionista
de alto orden con tipos dependientes e inductivos. Aqu’y, el usuario introduce
definiciones y hace demostraciones en un estilo de deducciéon natural, que luego
son chequeadas mecanicamente por el sistema.

Una posible aplicacion de los asistentes de pruebas surge cuando es inevitable
demostrar un resultado a través de una separacion en una gran cantidad de ca-
sos. Un ejemplo clasico es el Teorema de los Cuatro Colores que afirma que un
grafo planar es 4-coloreable, y lo reduce a la verificacion de miles de casos rela-
tivamente mecanicos [3]. Los autores resolvieron este inconveniente escribiendo
un programa informatico que verifica los casos exhaustiva y automaticamente.

S Este trabajo es subsidiado con el proyecto PID-UNR 80020180100091UR.
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La desventaja es que un lector o revisor que quiera convencerse de la correc-
titud del teorema deberia confiar en la correctitud de la implementacion del
programa y del compilador utilizado (y, posiblemente, del sistema operativo y
equipo f'1sico donde el programa se ejecuta). Esto dio lugar a que parte de la
comunidad de matematicos no consideraran en aquel momento este resultado
como un “teorema matematico” aduciendo que no es posible chequearlo a mano

[4].

Otro enfoque que reduce esta brecha de confianza consiste en generar la
prueba de los casos en un lenguaje formal, la cual puede ser certificada inde-
pendientemente por un asistente de pruebas. Este nuevo enfoque permite que el
lector solo deba reducir su confianza al asistente de pruebas. La formalizacion
del Teorema de los Cuatro Colores en Coq es justamente un ejemplo de ello [5].

La Formalizacion de la Matemdtica es una rama (actualmente de las Ciencias
de la Computacion) que aun no se ha desarrollado lo suficiente como para que los
matematicos la utilicen con frecuencia. El principal inconveniente es la rigidez
de los lenguajes de los asistentes de pruebas para expresar conceptos, ideas y
deducciones matematicas. Sin embargo, como ha pasado con otro tipo de tec-
nologias, eventualmente los matematicos las incorporan, ya sea procesadores de
texto (e.g. LaTeX), lenguajes matematicos de céalculo numérico (e.g. Matlab,
Scilab) o simbbolico (e.g. Mathematica, Maple, SageMath).

Asimismo, existen factores que permiten predecir que en pocas décadas se
podrian imponer los asistentes de pruebas [6]: un factor esta relacionado a la
digitalizacion del actual conocimiento matematico, ya que asi es posible aplicar
herramientas de Busqueda y Data Mining a esta base de conocimiento; el otro
factor, a la creacion del nuevo conocimiento matematico, por ejemplo modifi-
cando los protocolos de revistas para tener en cuenta una estandarizacion en la
formalizacion de pruebas durante el proceso de peer-review.

Hay ejemplos concretos de la necesidad de contar con la formalizacion de
pruebas extensas como lo es la clasificacion de grupos finitos simples: un triunfo
del siglo XX que involucra 10000 paginas de prueba a lo largo de 500 articulos de
revistas realizado por mas de 100 autores diferentes. Esto se volvid un problema
ya que el entendimiento completo de la prueba solo recae en muy pocas personas.
Aunque hay un consenso entre matematicos que consideran “completa” a esta
clasificacion de grupos finitos, los mismos matematicos no estan del todo seguros
dada la complejidad y el tamafio de la misma [7].

Durante un congreso internacional sobre asistentes de pruebas celebrado en
2019, uno de los autores de este trabajo (D. Severin) asisti6 a la charla de un
matematico reconocido, el Dr. Kevin Buzzard, del Imperial College London [8],
quien lleva adelante un proyecto [9], donde plantea la importancia de ensehar
asistentes de pruebas a estudiantes de matematica que cursan su ciclo basico
debido al potencial uso que podrian tener en un futuro no lejano. También
plantea la necesidad de que los Departamentos de Matematica cuenten con in-
vestigadores formados en Ciencias de la Computacion para que colaboren junto
a los matematicos en la formalizacion de resultados.
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2 Propuesta

Se propone realizar una actividad con estudiantes de Ciencias de la Computacion
de la Fac. de Cs. Exactas, Ingenier 1ay Agrimensura de la Universidad Nacional
deRosario que cursan la mater”1a Lenguajes Formales y Computabilidad. Cabe
destacar que actualmente, en la curricula de la carrera de Cs. de la Computacion,
seaborda el uso de asistentes de pruebas (Unidad III: Especificaciones formales,
de la materia Ingenieria de Software I). No obstante, su uso se limita a otro
contexto donde la meta es especificar y verificar un sistema informéatico mediante
Métodos Formales, diferente del propuesto aqui que es el uso de asistentes de
pruebas para la formalizacién de conceptos y enunciados matematicos.

El objetivo dela actividad es lograr que los estudiantes conozcan la existencia
de herramientas para realizar pruebas formales y que son de libre distribucion,
adquieran destreza en formalizarlas definiciones y enunciados, y puedan realizar
pruebas formales de enunciados sencillos.

La evaluacion de esta actividad permitira adquirir experiencia con el fin de
analizar la factibilidad de ensefiar estos conocimientos, y de ser asi, plantear la
posibilidad de extenderla a otras materias de la Lic. en Cs. de la Computacion,
y eventualmente a la Lic. en Matematica.

Durante todo el proceso, los estudiantes recibiran el apoyo de, entre otros,
el Dr. Hernandez quien actualmente dicta la practica de dicha materia, y estara
supervisada por el Dr. Sever'm. La actividad consiste en:

— Realizar una exposicion que explique de qué se trata la Formalizacion de la
Matematica, resaltando su importancia y el rol de los asistentes de pruebas
en ella. Esta exposicion contintia con los conocimientos minimos necesarios
para que los estudiantes puedan instalar y utilizar Coq.

— Desarrollar una clase teorico/practica en un laboratorio, donde se les pro-
porcionara un archivo Coq incompleto y ellos deberan rellenarlo. En esta
clase se explicara brevemente la sintaxis de Coq, algunos comandos (Check,
Definition, Eval, Proposition) y tacticas basicas (intros, unfold, fold,
reflexivity, apply, induction, rewrite). Luego se les propondra a los
estudiantes formalizar los enunciados de algunos ejercicios seleccionados de
la practica de Funciones Recursivas Primitivas y realizar pequeilas pruebas,
con la asistencia de los docentes involucrados.

— Prestar especial atencion al momento en que los estudiantes deban abordar
la formalizacion de pruebas por induccion matematica, ya que se prevee que
éste sera el mayor obstaculo.

— El material que se utilizara consiste en un archivo Coq (con codificacion
UTF-8) que se puede encontrar en el siguiente link:

https://www.fceia.unr.edu.ar/~daniel/stuff/Coqg/frp.v

Este material esta organizado de forma que el estudiante puede aprender casi
de forma auténoma varios conceptos mediante la observacion de ejemplos y
propuesta de ejercicios con dificultad creciente. También esta redactado de
forma que funcione como gu'lapara desarrollar la clase.
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— La modalidad de evaluacion es a través de la presentacion de un trabajo
practico donde los estudiantes resuelven algunos ejercicios previamente se-
leccionados del material entregado.

La practica de Funciones Recursivas Primitivas fue escogida debido a que el
tema que aborda es autocontenido, no necesitindose formalizar nociones previas.
Dado que las funciones son s6lo a valores naturales, los inicos tipos que aparecen
son el de los nimero naturales y funciones sobre los mismos (para funciones de
1 argumento es N-N, para 2 argumentos es N N-N y assisucesivamente), por lo
que se evita lidiar con conceptos mas avanzados de Teoria de Tipos.
Ademas, las tinicas técnicas utilizadas para probar resultados son la de induccion
matematica y reescritura de términos, no siendo necesario realizar otro tipo
de manipulacion simbolica ni deducciones logicas avanzadas. En particular, es
natural definir la recursién primitiva en Coq [10].

Finalmente, las definiciones en el archivo Coq fueron realizadas de forma
que se puede escribir una funcion recursiva primitiva muy similar a la mostrada
en la clase de teor’1a,y gratuitamente puede chequearse su sintaxis y ser eva-

luada. Por ejemplo, la suma, ue se define con la expresion simbolica S =
R(p(l) (s, pt ’%), puede ser eﬁnlda y evaluada numéricamente:

Definition 2 := R2 p1 1 (¢1 3 s p3 3).
Eval compute in 5 7.
=12:N

pero si uno ingresa una féormula invalida, por ejemplo si las aridades de las
funciones no coinciden, Coq la va a rechazar. Esto permite al estudiante contar
con una herramienta tecnolbgica para revisar las funciones que defina.
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